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1. Soient A, u des réels et Py, Py, @ trois polynémes de R,[X], on a :
</-LP1 + )\P27 Q>
n n n n
= (P + AP)()Q) = D (uPi(i) + APy (i)Q(0) = > pPi()Q() + A Y Pa(i) Qi)
i=0 i=0 =0 =0

Ainsi (P1 + AP, Q) = p(P1, Q) + A(P3, Q). La symétrie, ie (P, Q) = (Q, P) pour tout P, Q
dans R, [X], est évidente et donc (,-,-) est bilinéaire symétrique. La positivité s’obtient via
(P,P) = Y0 P(i)> > 0. Pour la non-dégénérescence on remarque que (P, P) = 0 implique la
nullité de tous les P(i) pour ¢ = 0,...,n. Ainsi P est un polynéme de dégré n possédant n + 1
racines distinctes, P est donc le polynéme nul.

L’application (-,-) définit donc un produit scalaire sur R,,[X].

2. a) La linéarité est une simple vérification. Pour s’assurer de la continuité de ¥ on remarque

que
1/2 1 1/2 1 1/2 1
I‘If(f)\zl/o f—/1/2f|<|/0 f|+\/1/2f|</0 |f|+/1/2|f|=|\f\|1,

pour toute fonction f de E. Cela montre la continuité de ¥ avec, en prime, ||¥|| < 1.

b) Clair.

¢) Fixons n > 3. On procede géométriquement en remarquant que f,,(z) > 0 pour x dans [0,1/2]
et fn(x) < 0 pour z dans [1/2,1]. Ainsi U(f,) = ||fn]l1. Par ailleurs le réel ||f,||1 s’obtient en
retranchant I'aire du triangle isocéle de sommets (1/2 —1/n,1),(1/2,0),(1/2 + 1/n,1) de laire
du carré de sommets (0,0), (1,0),(1,1),(0,1). Ainsi

V(i) = Mfalli =1~ -

On a donc ||f,|| < 1 et U(f,) — 1 lorsque n — +o0. Par définition de ¥, il s’ensuit ||¥|| > 1.
Finalement, grace a la question a), ||¥]| =1

3. Fait en TD.

4. L’application D est une application linéaire entre espaces vectoriels de dimensions finies, elle
est donc continue.



