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Résumé des travaux de
recherche!

Mes travaux de recherche se situent en mathématiques discretes. Je me suis
notamment intéressé aux problemes qui portent sur les domaines de la théorie
élémentaire des nombres, la géométrie discrete et convexe, et la théorie des
graphes. Je présente ci-dessous une synthese de mes travaux par domaine de
recherche.

Théorie élémentaire des nombres

J’ai initialement commencé par étudier le probleme des jarres de wvin pour
lequel j’ai trouvé un algorithme polynomial qui apporte une solution opti-
male [19]. Tout naturellement, ce dernier probleme m’a conduit a étudier des
variantes du probleme de sous-sommes d’entiers [15], puis le probléme de Fro-
benius : étant donné des entiers positifs ay, ..., a,, premiers entre eux, quel
est I'entier le plus grand qui n’est pas une combinaison linéaire de a1, ..., a,
a coefficients positifs 7 L’étude et la compréhension de ce probleme ont été
I'objet de nombreux articles de recherche (cf. mon livre [31]). J'ai démontré
d’une part [17] que ce probleme est NP-difficile en général et, d’autre part,
I'existence d'une formule pour certaines séquences [1]. J’ai également étudié
des applications du nombre de Frobenius aux problemes de pavage [23]. De-
puis quelques temps, je m’intéresse au semigroupe engendré par aq, ..., a,,
notamment a ses trous. En utilisant une approche géométrique, je me suis
penché [21] sur le comportement des trous dans quelques familles de semi-
groupes ainsi que sur le genus de certaines familles de semigroupes [22].

Géométrie discréte et convexe

Dans ce domaine, je m’intéresse aux problemes liés aux matroides orientés,

ITous mes travaux de recherche sont disponibles sur le site
http ://www.ecp6.math.jussieu.fr/pageperso/ramirez/habilitation/
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notamment aux problemes liés aux régions induites par un arrangement d’hy-
perplans. J’ai étudié le probleme suivant de McMullen : quel est le plus petit
nombre n = f(d) tel qu'il existe une collection de n hyperplans en position
générale en dimension d dont aucune région n’est bornée par tous les hyper-
plans? On sait que 2d + 2 < f(d) et la valeur optimale conjecturée (par D.
Larman) sont précisément f(d) = 2d + 2. J'ai montré [5] que f(d) < (2.5)d
(les meilleures bornes supérieures connues avant mon travail étaient quadra-
tiques en d). J’ai apporté [13] une réponse a un probleme de B. Griinbaum
concernant les simpleres d'un arrangement de lignes et j'ai par ailleurs [7]
donné une formule qui compte exactement le nombre de régions a k-faces d'un
arrangement cyclique. En outre, j’ai démontré plusieurs résultats énumératifs
aux problemes toujours liés aux arrangements d’hyperplans [7, 8, 14]. J'ai par
ailleurs étudié un probleme lié aux codages minimauz de matroides orientés

3, 12].

Je me suis intéressé a la question suivante : quel est le plus petit nombre
entier n tel que tout ensemble de n points en position générale dans I'espace
engendre un type de nceud donné? (cf. mon article [2] pour un résumé des
résultats sur cette question). En utilisant la théorie des matroides orientés,
j'ai établi [11] que 7 points induisent toujours le trefoil (le nceud non trivial
le plus simple) ou son miroir. J'ai aussi montré [6] 'existence de 7 points qui
n’engendrent pas le deuxieme entrelacet non trivial.

Récemment, j’ai étudié le plongement de noeuds dans le polytope cyclique. J'ai
montré [24] qu'un polytope cyclique a 6n points contient un cycle isotope a
noeud donné représenté par un diagramme a n croisements. Ceci m’a permis
de démontrer que tout ensemble de 22" points contient un noeud représenté
par un diagramme avec n croisements.

Théorie des graphes

Je m’intéresse a la décomposition (d’arétes) du graphe complet dans des
chaines [16] (en introduisant le parametre spread) et en arbres [10] (en corrélation
avec les étiquetages gracieux). Je me suis aussi penché sur la conjecture d’Als-
pach : soit n un entier impair et aq, ..., a,, des entiers tels que a1 +-- -+ a,, =
(g), 3 < a; < n, existe-t-il une partition de I'ensemble des arétes du graphe
complet a n sommets en cycles aréte-disjointes de longueur aq,...,a,? J'ai
montré [18] que la conjecture d’Alspach est vraie pour certaines séquences
ai,...,a,. Je m'intéresse également aux propriétés du combinoédre (une
généralisation du permutoédre). Dans [4], j’ai donné quelques résultats sur
des plongements du combinoedre.



Research work summary!

My research work is in the field of discrete mathematics. I am interested in
problems of elementary number theory, discrete and convex geometry and
graph theory. I briefly describe below my research.

Elementary Number Theory

I started my research by investigating the recreational jug wine problem. I
found [19] a polynomial time algorithm that solves this puzzle. This problem,
naturally lead me to consider variants of the subset sum problem [15] and then
the Frobenius problem : given relatively prime positive integers aq, ..., a,,
find the largest natural number (called the Frobenius number) that is not
representable as a nonnegative integer combination of aq,...,a,. A number
of methods, from several areas of mathematics, have been used in the hope of
finding a formula giving the Frobenius number and algorithms to calculate
it (cf. my book [31]). T proved [17] that this problem is N'P-hard under
Turing reductions and also gave formulas for the Frobenius number for certain
sequences [1]. I recently applied [23] the Frobenius number to a problem in
relation with tilings.

I am also interested in the numerical semigroup generated by a4, ..., a,, and
in its gaps. By using a geometric approach, I investigated [21] the behaviour
of the gaps for some semigroups’ families. I also studied [22] the genus (an
important parameter) of some semigroups.

Discrete and convex geometry

I am interested in problems related to oriented matroids, particularly in
connection with the cells induced in by arrangements of hyperplanes. I inves-
tigated the problem of McMullen : what is the smallest integer n = f(d) such

'All my research papers are available at the web site
http ://www.ecp6.math.jussieu.fr/pageperso/ramirez/habilitation/
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that there exists an d-dimensional arrangement of n hyperplane in general
position in which any of its regions is not bounded by all the hyperplanes ?
It is known that 2d + 2 < f(d) and it was conjectured (by D. Larman) that
f(d) = 2d+ 2. T showed [5] that f(d) < (2.5)d (the best upper bound known
before my work were of order O(d?)). I gave [13] a positive answer to a pro-
blem posed by B. Griinbaum concerning the simplexes of an arrangement of
lines and gave a formula [7] that counts the number of k-cells (that is, cells
bounded by exactly k£ hyperplanes) of the cyclic arrangement. In [7, 8, 14]
other enumerative results in connection with cells are also given. I studied
[3, 12] a problem in relation with the minimal codification of oriented ma-
troids as well.

I have considered the following question : what is the smallest integer n
such that any set of n points in the space in general position generates a
linear knot of given type? (cf. my paper [2] for a summary of results on that
question). By using the oriented matroids, I showed [11] that any set of 7
points generate either the trefoil (the simplest nontrivial knot) or its mirror.
I also showed [6] the existence of a configuration of 7 points not containing
the second simplest nontrivial link.

I investigated the embedding of linear knots on the vertices of the cyclic
polytope. 1 proved [24] that a 3-dimensional cyclic polytope on 6n vertices
contains a cycle isotopic to a given knot represented by a diagram with n
crossings. This result yield to the following : any set of 22" points contains
a knot represented by a diagram with n crossings.

Graph theory

[ studied [16] the partition of the edges of the complete graph into paths (by
introducing the spread parameter). I also investigated [10] the edge-partition
of complete graphs into trees by considering the graceful labelings.

In addition, I investigated Alspach’s conjecture : let n be an odd integer
and let aq,...,a, be integers such that a; +---+ a,, = g B < a; < n,
does there exist a partition of the set of edges of the complete graph on
n vertices in edge-disjoint cycles of length as,...,a,? I proved [18] that
Alspach’s is true for certain sequences ay, . .., a,. Finally, I also studied [4]
some embedability properties of the combinahedron (a generalization of the
well-known permutahedron).



Chapitre 1

Théorie Elémentaire des
Nombres

Dans ce chapitre, je présente mes travaux de recherche consacrés a des
) .
problemes qui portent sur la théorie élémentaire des nombres.

1.1 Probleme des jarres de vin

Le probléme des jarres de vin' est le suivant :

Nous avons trois jarres avec des capacités B, M et S avec
B=M+SetM>S>1. Le contenu de chaque jarre peut étre
versé dans une autre jusqu’a ce que la premiéere soit vide ou bien
que la deuzxieme soit remplie. Initialement, la jarre de capacité B
est remplie de vin et les deux autres sont vides.

On voudrait diviser le vin équitablement avec %B litres de vin
dans les jarres B et la méme quantité dans la jarre M et que
la jarre S soit vide en faisant le moins de versements possibles.
FEst-il possible de partager le vin de maniere équitable ? Si tel est
le cas, quel est le plus petit nombre de versements a effectuer ? et,
comment obtenir un tel nombre ¢

J’ai démontré [19] qu'il est possible de partager le vin équitablement si et
seulement si B est divisible par 2r, ou r = p.g.c.d.(M, S). Si tel est le cas,
alors le plus petit nombre de versements est %B — 1, et I'unique séquence de

1Ce probleme est une généralisation du jeux original avec B =8, M =5 and S = 3
proposé par Tartaglia, un mathématician italien du XVT siecle [40].
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T T
]

B=8 M=5 S=3 5 0 3 5 3 0
2 3 3 2 5 1 7 0 1
7 1 0 4 1 3 4 4 0

Fi1G. 1.1 — Séquence des versements.

versements optimale est donnée par les premiers %B — 1 pas (versements) de
I’algorithme ci-dessous.

On utilise b, m,s pour noter les quantités de vin dans chacune des jarres

B, M,S.

Algorithme
Verser le contenu de la jarre B dans la jarre M
Répéter
Verser le contenu de la jarre M dans la jarre S
Verser le contenu de la jarre S dans la jarre B
sim < S alors
Verser le contenu de la jarre M dans la jarre S
Verser le contenu de la jarre B dans la jarre M

Dans la figure 1.1 I'algorithme ci-dessus est appliqué quand B = 8, M =5 et
S =3.
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Probleme 1.1.1 Trouver un algorithme pour résoudre le probléme des jarres
de vin avec n > 4 jarres.

1.2 Le probleme des sous-sommes des entiers

Tout naturellement, le probleme des jarres de vin m’a amené a considérer

le probleme de sous-sommes d’entiers : soit m,aq,...,a, des entiers et soit

d'(m;ay,...,a,) le nombre des solutions a

riaq + - - - + xpa, = m avec entiers x; > 0.

Ce probléme est connus N P-complet mais il peut-étre resolut en temps po-

lynomial si la séquence ag, ..., a, estsuper-croissante, c’est a dire si ZJ: a; <
i=1

aj+1 pour j =1,....,n — 1. J'ai consideré la variantes suivant (sous-sommes

d’entiers avec repetitions : soit m,aq,...,a,.71,...,r, des entiers tels que

0<a;<rpouri=1,...,netsoit dm;ay,...,a,) le nombre des solutions

a

ria1 + -+ -+ z,a, = m avec entiers 0 < z; < r;.

La séquence ay, ..., a, est appelée chaine si a;|laj4q pour j=1,...,n—1

arithmétique si aj41 = a1 + jd pour j = 1,...,n — 1 et d un entier.

Parmi plusieurs résultats, j'ai démontré dans [15] les deux théoremes sui-

vants :

et

?

Théoréme 1.2.1 [15] 1l existe un algorithme polynomial qui détermine si
dim;ay,...,a,) > 1 si

(a) ay, ..., a, est arithmétique et
(b) ai,..., a, est une chaine.
En général, déterminer si d(m;ay,...,a,) > 1 est un probleme difficile car il

contient le probleme de sous-sommes comme un cas particuiere (quand r; = 1
pour tout 7).

Théoréme 1.2.2 [15] Décider sid(m;aq, ..., a,) > 1 est N'P-complet méme

si la séquence aq,...,a, est super-croissante et r; < 2 pour tout 1.
Question 1.2.3 Soit m, un entier et p, q, deuxr nombres premiers. Frxiste-t-il
un algorithme polynomial pour déterminer si d(m;p,p*, ..., p" ¢, ¢% -, q") >

1 avec r; = 1 pour tout i ¢ Qu’en est-il quand p =3 et q=57
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J'ai également étudié le probleme des sous-sommes lourdes des entiers (SSL) :

étant donnés des entiers aq,...,a,,71....,7,, K et L, existe-t-il K ou plus
n

vecteurs des entiers distincts x = (z1,...,2,) tels que Y a;x; > L avec
i=1

0<z;<rpourt=1,...,n7

Théoréme 1.2.4 [15] SSL peut étre résolu en temps polynomial si la séquence
ai, ..., a, est arithmétique et r; = 1 pour tout i.

J
Théoreme 1.2.5 [15] SSL peut-étre résolut en temps polynomial si Y ra; <
i=1
ajy1 pour chaque j =1,...,n— 1.

1.3 Le probleme diophantine de Frobenius

Au début du siecle dernier, Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) a proposé
dans ses conférences (d’apres Brauer [38]) le probleme suivant (appelé le
probléme diophantine de Frobenius FP) : étant donné des entiers positifs

ai,...,a,, premiers entre eux, quel est I'entier le plus grand (appelé nombre
de Frobenius et noté g(ay,...,a,)) qui n’est pas une combinaison linéaire de
ai, ..., a, a coefficients positifs ?

A premiere vue, on pourrait penser que FP est un probleme assez banal.
Et pourtant, on le retrouve fréquemment dans des endroits les plus inat-
tendus. Il se trouve que la connaissance du nombre de Frobenius est tres
utile pour I'étude de beaucoup d’autres problémes (voir par exemple la sous-
section 1.3.3 pour une application a un probleme de pavages). I.’étude et la
compréhension de ce probleme ont été 1'objet de nombreux articles de re-
cherche. De nombreuses méthodes (de divers domaines mathématiques) ont
été utilisées pour essayer de trouver une formule ou un algorithme permettant
de calculer le nombre de Frobenius.

Jai écrit un livre [31] qui constitue un recueil de ces méthodes, idées, points
de vue et applications destiné a un large public et qui met en exergue ce qui
est connu a ce jour sur FP.

1.3.1 La complexité du nombre de Frobenius

Jai démontré [17] que FP est N'P-difficile en général.
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Théoréme 1.3.1 [17] FP est N'P-difficile en utilisant les réductions de
Turing.

Le probléme du sac-a-dos SD qui est N'P-complet [49, page 376], est le
suivant : étant donnés des entiers positifs a1, ..., a, et t, existe-t-il des entiers

n
x; > 0,1 <i<n tels que Z:lxiai =17

2

Dans [17], j'ai démontré que la procédure ci-dessous, qui utilise une sous-
procédure hypothétique pour résoudre FP, trouve une solution a SD en

temps polynomial. On suppose que r = p.g.c.d.(ay,...,a,) = 1, sinon on
considere SD avec a] = %, i=1,....nett' =L
‘ Procédure

Trouver g(ay,...,a,)

sit> g(ai,...,a,) alors SD admet une réponse positive

sinon

sit=g(ay,...a,) alors
SD admet une réponse positive

sinon
Trouver g(ay,...,ay,,a,41) avec a; = 2a;, 1 =1,...,n et
any1 = 2¢9(aq,...,a,) + 1 (remarquer que p.g.c.d.(ay,...,ay, ayy1) = 1)
Trouver g(as, ..., an, Gui1, Gny2) AVEC Qpio = G(a1, ..., Ay, Gpe1) — 2t
SD admet une réponse positive si et seulement si g(ay, ..., @u12) < g(@, ..., dyt1)

1.3.2 Semi-groupe de Fibonacci

J’ai montré [1] Dexistence d'une formule pour certains semi-groupes de Fi-

bonacci. Un semi-groupe de Fibonacci est un semi-groupe engendré par un en-

semble de nombres Fibonacci Fy,, ..., F;,3 <iy < --- <i,avecp.g.c.d.(F;,, ..., F;) =
1.

Théoreme 1.3.2 [1] Soit i,k > 3 des entiers et soit r = [F%—;lj Alors,

(F; — 1)Fip9 — Fy(rFy_o+1) sir=0our>1cet

Fy oF; < (Fy —1Fy) Fiyo,
g(E7E+27E+k): k—2 ( k) +2

(rfy, — 1)Fyo — Fi((r = 1)Fy_2+ 1) sinon.
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F1G. 1.2 - Pavage du carré (13 x 13) avec (2 x 2), (3 x 3) et (5 x 5).

Observation 1.3.3 Dans [31, Appendiz A], je propose plus de 40 conjec-
tures et problemes sur le nombre de Frobenius ainsi que sur des questions y
étant associées.

1.3.3 Pavages d’un rectangle et du tore

On dira qu’un rectangle (a x b) peut étre pavé par un ou plusieurs rectangles
si (@ x b) est compleétement recouvert par des copies (des translations) de
I’ensemble de rectangles donnés tel que les intérieurs des copies sont deux a
deux disjoints, voir les figures 1.2 et 1.3.

Considérons la question suivante :

Question 1.3.4 Soient a,b, x1,x9,y1, Y2 des entiers. Friste-t-il une fonction
C = C(xy,29,y1,Y2) telle que si a,b > C alors (a x b) peut étre pavé avec
(r1 X To) €t (y1 X y2) 72

En appliquant le nombre de Frobenius, j’ai montré [23] des résultats liés a la
question 1.3.4.

Théoréme 1.3.5 [23] Soit 1 < p; < -+ < puy1 des entiers deuxr a deux
premiers. Alors, le carré (a X - -+ X a) peut étre pavé par
—_———

n

2Le cas particulier quand z1 = 4,22 = 6,y1 =5 et y» = 7 a été proposé par le William
Mowell Putnam Ezamination (Problem B-3) de 1991.
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21 2] 2] 2] 2
7 2] 2] 2] 2] 2
21 2] 2| 2] 2
21 2] 2] 2] 2
2| 2| 3

21 2] 2] 2| 2

2| 2
2| 2] 2

2| 2
7 21 2] 2

2| 2
5T 3 | 3

F1a. 1.3 — Pavage du rectangle (17 x 17) avec (2 x 2),(3 x 3) et (7 x 7).

(pl Xoee Xpl)a---a(pn—i-l X "'Xpn+1) s4
—_———
n n
n+1 n+1
a>ani_Zpl pn-i-l.
i=1 i=1 Di

Jai d’autre part étudié les pavages pour le tore T(A, B) (2-dimensionnel
représenté par un rectangle et en identifiant ses cotés de maniere tradition-
nelle) par des copies d'un ou plusieurs rectangles, voir les figures 1.4 et 1.5.
Je me suis tout particulierement intéressé a la question suivante : est-il vrai
que si A et B sont assez grands alors le tore T'(A, B) peut étre pavé par les
copies de deux rectangles donnés ? En utilisant le nombre de Frobenius, dans
[23] ont été démontrés les deux théoremes suivants :

Théoréme 1.3.6 /23] Soient u,v,x ety des entiers tels que p.g.c.d.(u, x) =
p.g.cd.(u,y) = p.g.cd.(v,x) = p.g.cd.(v,y) = 1 et soient 1 et ry deux
rectangles de tailles (u x v) et (x X y) respectivement. Alors, le tore T(A, B)
est pavable par ry et o st A, B > min{nyd + 1,n2d + 1} ot d = uv + xy,
ny; = max{vzr, uy} et ny = max{ux,vy}.

Théoréme 1.3.7 /23] Soient u,v,x et y des entiers, et soit ri et ro deux
rectangles de tailles (uxv) et (x Xy) respectivement. Alors, il existe un entier
C' tel que pour tout A, B > C, le tore T(A, B) est pavable par ry et ry si et
seulement si p.g.c.d.(u,z) = p.g.c.d.(u,y) = p.g.c.d.(v,z) = p.g.c.d.(v,y) =
1.
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LU

F1a. 1.4 — Pavage du tore 7'(15,10) avec (1 x 6).

F1a. 1.5 — Pavage du tore T'(13,13) avec (2 x 2) et (3 x 3).
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Probleme 1.3.8 Utiliser la méme technique que ci-dessus pour étudier probleme

de pavage du méme genre mais en considérant des objets différents tels que
I’espace projectif ou la ruban de Mobius ainsi que pour une généralisation
multidimensionnelle.

1.4 Semi-groupes

Un semi-groupe (S, x) consiste en un ensemble non vide S et en une opération
binaire associative % sur S. Je me suis intéressé au semi-groupe numérique
engendré par ai,...,a, (noté par (aj,...,a,)), c’est-a-dire, 'ensemble de
tous les entiers qui ont une combinaison linéaire de a4, ..., a, a coefficients
positifs. J’ai notamment étudié les trous d'un semi-groupe a savoir les entiers
appartenant a IN \ S. Remarquons que le plus grand trou d’'un semi-groupe
est exactement le nombre de Frobenius de S (qui est aussi quelquefois appelé
le conducteur de S).

J’ai donné [21] une formule pour les trous quand le semigroupe consiste de k
entiers consécutifs.

Théoréme 1.4.1 [21] Soita,k > 1 des entiers et soit S = (a,a+1,...,a+k)
un semigroupe avec trous ly < --- < Iy(g). Soit vy, = (m + 1)(a — 1) —

k (@) vy =0etr= VT_QJ Alors,

N(S)=wv, and l; =t;(a+ k) +1i—v,_1

pour chaque i =1,...,N(S) ot t; est le plus petit entier tel que vy, > 1.

En utilisant une approche géométrique, j’ai étudié [21] le comportement des
trous dans quelques semi-groupes. J'ai utilisé le célebre théoreme de Pick 3
pour demontrer le théoreme suivant :

Théoréme 1.4.2 [21] Soient p,q des entiers positifs tels que p.g.c.d.(p, q) =
1. Soit gr.({p, q)) le nombre de trous de (p,q) dans l'intervale

lpg — (k+1)(p+4q),....pq —k(p+q)],

3Le théoréme de Pick [50] est consideré comme un bijoux des mathématiques
élémentaires. Ce théoreme affirme que I'aire d’un polygone simple S, avec tous ses sommets
a coordonnées entiers, est donnée par I(S)+ B(S)/2—1 ot I(S) et B(S) correspondent au
nombre de points & coordonnées entieres a l'intérieur et sur le bord de S respectivement.
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pour chaque 0 < k < {%J — 1. Alors,

1 if k=0
gk((p,q))z{ 2(k+1) + {ﬂJ + {%J if 1 <k< {ﬂJ — 1.

p p+q
Probleme 1.4.3 FEtudier les trous d’un semi-groupe avec n > 3, en établissant
un lien entre un polytope construit a partir des éléments du semi-groupe et le
polynome d’Ehrhart associé a ce polytope (on rappelle que ce polynome est
une généralisation du théoréme de Pick qui permet de dénombrer les points a
coordonnées entieres qui se trouvent a l'intérieur d’un polytope[34, Chapitre

8)).
Jai aussi étudié le genus d'un semi-groupe S, noté par N(S) = N(ay,...,a,)
(c’est-a-dire, N(S) = #(IN'\ S)) de certaine familles de semi-groupes [22].

Théoreme 1.4.4 [1] Soit i,k > 3 des entiers et soit r = [F;;lj Alors,

Fi — 1)(Fivz — 1) = rFyp(2F — Fi(1
N(Es Figay Figy) = Em D2 =D = rBio@F = B 1)

ou F; note le i-éme nombre de Fibonacci.

Soit g, un entier, et n,, le nombre de semi-groupes avec un ensemble minimal
de générateurs (et donc unique d’apres [44]) et genus g. Dans [37], Bras-
Amorés a étudié le comportement de n,, démontré que n, > ny_q + ngy_o
pour tout 2 < g < 49 et conjecturé que cette inégalité est vraie pour tout
entier g. J'ai travaillé sur la conjecture avec I'approche suivante : soit k, un
entier positif, et n’g" le nombre de semi-groupes différents de genus g et avec
k générateurs minimaux.

Question 1.4.5 Est-il vrai que n’;C > n’;_l + n’;_g pour tout entier k > 17

Il apparait évident qu'une réponse positive a cette question implique une
réponse positive a la conjecture. Malheureusement, la réponse est négative.
En effet, j’ai démontré [22] que la question 1.4.5 n’est pas vraie méme pour
k = 2. Jai également posé la question suivante :

Question 1.4.6 FExiste-t-il une formule pour calculer nf] ¢
J’ai répondu a cette question si g > 2 est un premier.

Théoréme 1.4.7 [22] Soit p,, le n®™ nombre premier. Alors,

1 sin est pair
n;, = .
Pn 0 sinon.



Chapitre 2

Géométrie Discrete et Convexe

Dans ce chapitre, je présente mes travaux de recherche sur des problemes qui
portent sur la géométrie discrete et convexe, notamment sur des problemes
liés aux matroides orientés et aux arrangements d’hyperplans.

La structure des matroides a été introduite par H. Whitney en 1935 en rete-
nant les principales propriétés combinatoires de la dépendance linéaire dans
les espaces vectoriels. Depuis lors, ils ont été vus comme la généralisation
de plusieurs structures classiques provenant de divers domaines comme la
géométrie combinatoire, la théorie des graphes et 'optimisation discrete, ol
ils se sont imposés dans la modélisation de nombreux problemes. Depuis une
dizaine d’années, les matroides apparaissent dans des branches plus éloignées
des mathématiques, notamment en algebre avec des applications a la strati-
fication des grassmanniennes, sous l'impulsion des travaux de I.M. Gelfand
et (plus récemment) de L. Lafforgue. Dans les années 1970, la notion de
matroides orientés a été introduite par plusieurs auteurs [36]. Dans un es-
prit analogue a celui des matroides, cette structure plus fine est fondée sur
I’algebre des signes dans les espaces vectoriels sur les corps ordonnés. Les
applications les plus directes des matroides orientés portent sur la convexité,
la programmation linéaire et la géométrie discrete.

2.1 Codages de matroides orientés

Soit n,r des entiers positifs avec n > r et soit U, , le matroide orienté uni-
forme ayant comme base (et comme circuits) tout les sous-ensembles a r
éléments (tout les sous-ensembles a r 4 1 éléments).

Considérons le probleme suivant lié aux codages minimauz des matroides.

11
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orientés : quel est le plus petit nombre de circuits, noté par s(n, ), qui sont
suffisants pour déterminer U, , 7 Hamidoune et Las Vergnas [46] ont montré

que s(n,r) < (";1).

J’ai donné plusieurs bornes supérieures pour s(n,r). Afin de déterminer ces
bornes, ont été utilisés les recouvrements connexes des bases du matroide
orienté par ses circuits. Plus précisément, il a été défini qu'un recouvrement
est un sous-ensemble de circuits tel que chaque base est contenue dans au
moins un des circuits. On dit que le recouvrement est conneze s’il n’admet
pas une partition A et B tel que W4 N Wg = 0 ou

W4 = { les bases contenues dans 'un des circuits de A}

et

Wpg = { les bases contenues dans 'un des circuits de B}.

Soit, R(n,r) et RC(n,r), un recouvrement et un recouvrement connexe res-
pectivement de U, ,. Il a été démontré [12, Theorem 2.1] que s(n,r) <
RC(n,r), autrement dit, que les signes des circuits qui se trouvent dans le re-
couvrement, sont suffisants pour déterminer les signes des bases du matroide
orienté uniforme.

En utilisant ces définitions, j’ai donné [12] plusieurs bornes supérieures qui
améliorent la borne proposée par Hamidoune et Las Vergnas.

Théoréme 2.1.1 [12] Soit n,r des entiers positifs avec n > r. Alors,
2| (n—r+1)]/2 . _—
() RO < % (") + 12521,
i — pair

(b) RC(n,r) < ((1) = 1)/,
(¢) RC(n,r) <2R(n,r).

Par ailleurs, le recouvrement connexe en relation avec les nombres de Turdn*
a été étudié en obtenant le résultat suivant :

Tes nombres de Turdn T'(n, [, ) est le plus petit nombre de sous-ensembles & r éléments
de ’ensemble {1,...,n} tel que chaque sous-ensemble & [ élément contient au moins un
de ces sous-ensembles a r éléments.
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Théoréme 2.1.2 [12]

RC(n,r) = <<Z> /r) (1+o(1))

ou r est firé et n — oo.

Dans [3], la question de savoir si la connexité d'un recouvrement est une
condition nécessaire pour déterminer les bases d'un matroide orienté a été
posée.

Question 2.1.3 Soit R un recouvrement qui détermine U, ., R est-il connexe ¢

Il a été démontré que ceci n’est pas forcement vrai. Pour ce faire, la question
suivante a été considérée :

Question 2.1.4 Soit R un recouvrement non connexe de U, ., ayant deux
composantes connexes Ry et Ry. On suppose que Ry et Ry contiennent les
bases By et By respectivement (et que l'ensemble de bases de U, , est BiUB, ).
FExiste-t-il un matroide orienté uniforme U avec une orientation de ses bases
donnée par ® telle que :

)= 2y

soit également ['orientation des bases d’un autre matroide orienté uniforme

u'?

Autrement dit, existe-t-il deux matroides orientés ayant comme mutations le
méme ensemble de bases donné? Remarquons qu'une réponse négative a la
question 2.1.4 implique une réponse négative a la question 2.1.3. Dans [3] la
question 2.1.4 a été répondue négativement.

Théoreme 2.1.5 [3] Soit n > 8 un entier positif et soient

Ry ={(1,2,3,4),(1,2,3,5),(1,2,4,6),(1,3,5,6) }
et

Ry = SU{(1,4,5,7),(2,3.6,7),(2,4,5,7),(2,5,6,7), (3,4,5,7), (3,4,6,7), (4,5,6,7)}
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oi S = {(i1,i0, 7 + 1,7 +2) : 1 < iy <ip < 7,6 < j < n—2} Alors,
R(n,3) = Ry U Ry U S est un recouvrement non connexe de U, 3. De plus,
il n'existe pas deuxr matroides orientés Uy et Us (non isomorphes) tels que
les seules mutations de U;, 1 = 1,2 sont les bases contenues dans ['un des
circuits dans Rs.

On remarque que le recouvrement donné dans ce théoreme n’améliore pas
ceux qui sont donnés par le théoreme 2.1.1.

Question 2.1.6 FEuxiste-t-il des recouvrements non connexes qui améliorent
les bornes supérieures pour s(n,3), n > 8 du théoréme 2.1.17%

Dans [3] ont également été donnés des recouvrements non connexes R de U, 3
tels que les signes du circuits de R ne déterminent pas les signes des bases
du matroide orienté.

2.2 Arrangements d’hyperplans

Un d-arrangement euclidien (et projectif) A de n hyperplans est une col-
lection finie d’hyperplans dans l'espace euclidien IR? (espace projectif réel
IP?) tel qu’aucun point appartient & tous les hyperplans. Un arrangement
décompose I'espace IR? (IP?) dans un complexe K des cellules d-dimensionnelles.
On appellera les régions de A, les cellules d-dimensionnelles de K et les faces
de A, les cellules (d — 1)-dimensionnelles de K. Une cellule d-dimensionnelle
simplicial (c’est-a-dire, une région avec exactement d + 1 faces) de A est ap-
pelée simplexe. Les simplexes sont des cellules de dimension complete le plus
simple possible et donc d’intéret basique. En outre, les simplexes dans des
arrangements simples correspondent aux possibles déformations locales ap-
pelées switchings ou mutations. Une région est dite compléte si elle est bornée
par tous les hyperplans de I'arrangement.

Finalement, d’apres la représentation topologique (de Falkman et Lawrence
[36]) d'un matroide orienté, on sait qu'un arrangement de n hyperplans dans
IP¢ est combinatoirement équivalent & un matroide orienté acyclique & n
éléments de rang r = d-+1. En utilisant cette équivalence, j’ai étudié plusieurs
probleme géométriques.
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2.2.1 Probleme de McMullen

P. McMullen a posé le probleme suivant : déterminer le plus grand entier
n = f(d) tel que pour tout ensemble de n points, en position générale dans
I'espace affine de dimension d, il existe une transformation projective qui
applique bijectivement les n points aux sommets d'un polytope convexe de
dimension d.

D. Larman [45] a montré que 2d + 2 < f(d) < (d + 1)* et conjecturé que
la valeur optimale est précisément f(d) = 2d + 2. Larman a montré que la
conjecture est vraie pour d = 2,3. Il est aussi connu que la conjecture est
vraie pour d = 4.

La généralisation suivante de ce probleme en termes de matroides orientés a
été proposée par Cordovil et da Silva [42] : déterminer le plus grand entier n =
g(r) tel que tout matroide orienté uniforme de rang r admet une réorientation
acyclique sans points intérieurs.

Le probleme de McMullen est un cas particulier de cette généralisation qui
considere les matroides orientés uniformes acycliques de rang r. Ces derniers
correspondent aux matroides orientés associés aux ensembles de points dans
IR? en position générale avec r = d + 1 et dans ce cas, une transformation
projective correspond a une réorientation acyclique et inversement. En uti-
lisant cette généralisation, j'ai amélioré [5] la borne supérieure (linéaire en

d).

Théoréme 2.2.1 [5] Pour tout d > 4, on a f(d) < 2d + L], Autrement
dit, il existe un ensemble de 2d + L%J points dans IRY en position générale
pour lequel il n’existe aucune transformation projective aux sommets d’un
polytope convexe de dimension d.

Afin de démontrer ce théoreme, j’ai utilisé des classes particulieres de ma-
troides orientés appelés vy-matroides orientés (voir sous-section 2.2.3 pour
plus de détails sur cette classe). Je pense que la borne donnée pour f(d) ne
peut pas étre améliorée en utilisant les y-matroides orientés.

Probleme 2.2.2 Améliorer la borne supérieure de f(d) donnée par le théoréme
2.2.1 pour d > 5.
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2.2.2 Probleme de Grinbaum

Un arrangement de pseudodroites A est une collection finie de n > 3 courbes
simples fermées dans 'espace projectif 2-dimensionnel tel que toutes pairs
des courbes ont exactement un point en commun ot elles se croisent. Un ar-
rangement A est dit simple si aucun point n’appartient a plus de deux pseu-
dodroites. Un arrangement décompose le plan en régions 2-dimensionnelles.
Une région a trois faces est appelée un triangle et le nombre de triangles d’un
arrangement 4 est noté par p3(.A), voir la Figure 2.1.

F1a. 2.1 — Arrangement simple 4 & 5 pseudodroites (une des droites est
représentée par U'infini) avec ps(A) = 5.

On sait que p3(A) < %n(n — 1) pour tout arrangement simple A a n > 4
pseudodroites. Un arrangement A est dit ps-mazimal si ps(A) = gn(n — 1),
voir la Figure 2.2.

Il existe des méthodes récurrentes pour construire un arrangement simple ps-
maximal avec 2(n — 1) pseudodroites a partir d’'un arrangement ps-maximal
avec n pseudodroites [53]. B. Griinbaum [36, pp. 279] proposa la question
suivante :

Question 2.2.3 FExiste-t-il une infinité d’arrangements ps-maximale de droites ¢
J’ai apporté [13]| une réponse positive a cette question.

Théoreme 2.2.4 [13] Il existe une famille infinie d’arrangements ps-mazximale
de droites.
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F1a. 2.2 — Arrangement simple 4 & 6 droites (une des droites est représentée
par l'infini) ps-maximal.

Arrangements cycliques

Le polytope cyclique de dimension d a n sommets, Cy(n) = Cy(t1,...,t,), a
été découvert par Carthéodory [41]. Tl est défini par ’enveloppe convexe, dans
R¢ d > 2, d’un ensemble de n > d + 1 points différents x(ty),...,z(t,) de
la courbe de moment  : IR — R, t — (¢,12,...,t%). Le polytope cyclique
joue un role important dans la géométrie convexe combinatoire en raison
de ses propriétés extrémes. Par exemple, le théoréme de la borne supérieure
établi par McMullen [47], indique que le nombre de faces j-dimensionnel d'un
polytope d-dimensionnel a n sommets est optimisé par Cy(ty, ..., 1,).

Un arrangement cyclique Ay(n) est défini par le dual du polytope cyclique
C4(n). Comme pour le polytope cyclique, les arrangements cycliques ont aussi
des propriétés extrémes. Par exemple, Shannon [56] a montré que Ay4(n) a
exactement n simplexes.

J’ai donné [7] une formule qui permet de compter de maniere précise le
nombre de régions a p-faces, f,(A4s(n)), d'un arrangement cyclique.

Théoreme 2.2.5 [7] Soit d,n,p des entiers positifs tels que d+1 < p < n.
Alors,
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pamy =1 5 U+ (L) sip=n

(8 + (2 (L) sip<n.

J.-P. Roudneff a conjecturé [52] que ce sont précisément les arrangements
cycliques qui admettent le plus grand nombre de régions completes. Plus
spécifiquement, Roudneff a conjecturé que tout arrangement de n > 2d +

d—2
1 > 5 (pseudo)hyperplans admet au plus Y (”;1) régions completes. On
i=0

remarque que, d’apres le théoreme 2.2.5, cette valeur est atteinte par Ag(n).
Dans [9], j’ai montré que la conjecture de Roudneff est vraie pour d = 3.

Théoreme 2.2.6 [9] Tout arrangement de n > 7 (pseudo)hyperplans admet
au plus 7 régions completes.

Probleme 2.2.7 FEtudier la conjecture de Roudneff qui est toujours ouverte
pour d > 4.

2.2.3 ~-arrangements

Les ~v-arrangements sont obtenus en utilisant la représentation topologique
du y-matroides orientés qui sont, a leur tour, naturellement construits par
I'union des matroides de rangs 1. Les y-arrangements ont des propriétés
intéressantes. Par exemple, un y-arrangement a n hyperplans admet exacte-
ment n simplexes ou encore cette famille contient les arrangements cycliques
[52] comme cas particulier.

Question 2.2.8 La connaissance de [’ensemble de simplexes d’un arrange-
ment A pour reconstruire A est-elle suffisante ¢

J’ai répondu [8] & cette question en apportant une réponse positive si A est
un y-arrangements.

Théoréme 2.2.9 /8] On peut reconstruire n’importe quel y-arrangement a
partir de ses simplezes.

Jai également démontré [8] que la question 2.2.8 a une réponse positive si A
est un arrangement simple 2-dimensionnel et ps-maximal.



2.2. ARRANGEMENTS D’HYPERPLANS 19

Question 2.2.10 Obtient-on une réponse positive a la question 2.2.8 si A
est un arrangement simple 2-dimensionnel a n pseudodroites et avec exacte-
ment n triangles ?

Soit G(A), le graphe biparti avec les partitions S, les simplexes de A, et
H, les hyperplans de A ou s € S est adjacent a h € H si et seulement si
I'hyperplan h est I'une des faces de s. On dira que G(A) est le graphe de
simplexes de A.

Question 2.2.11 FEuziste-t-il une caractérisation du graphe biparti qui sont
des graphes de simplexes d’un ~y-arrangement ¢

Cette question a une réponse positive.

Théoréme 2.2.12 [8] Un graphe biparti G = G(S, H) r-régulier avec |S| =
|H| = n est le graphe de simplexe d’un ~y-arrangement a n hyperplans si et
seulement si G admet un ['-étiquetage.

On croit que le v-arrangement correspondant (dans le théoreme 2.2.12)est
unique.

Conjecture 2.2.13 Soit G = G(S,H) un graphe biparti r-régulier avec
|S| = |H| = n qui admet un I'-étiquetage. Alors, il existe un unique (a une
permutation pres) vyv-arrangement a n hyperplans ayant G comme graphe de
simplezes (remarquons que G peut étre également le graphe de simplexes d’un
autre non y-arrangement). Autrement dit, il n’existe pas deux y-arrangements
(non isomorphes) Ay et Ay tels que G(Ay) soit isomorphe a G(As).

Question 2.2.14 Soit G(A) le graphe biparti d’un arrangement A simple
2-dimensionnel a n pseudodroites. G(A) est-il connexe ? Ou peut étre, est-il
2-connexe ?

Probleme 2.2.15 Ftudier ['ensemble des simplexes d’un arrangement d’hy-
perplans définis par l'union de matroides orientés de rangs r > 2.
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F1a. 2.3 — Un R(K§) avec un entrelacet de Hopf.

2.3 Noeuds dans des graphes spaciaux

Un entrelacet est un ensemble de courbes simples, fermées, disjointes dans IR?.
Un entrelacet avec une seule composante est appelé neud. On dira que deux
entrelacets L et L’ sont isotopessi l'on peut transformer L en L' en déformant
continuellement I'espace (voir [48] pour les définitions et la terminologie sur
la théorie des nceuds). Un diagramme d'un entrelacet L est la projection
de L dans le plan ou deux courbes (qui ne représentent pas nécessairement
deux composantes différentes) se croisent (transversalement) en un point. A
chaque croisement, il sera spécifié quelle courbe passe par dessous et quelle
autre passe par dessus. Le nceud est dit ¢rivial s’il admet un diagramme sans
croisement. Le nombre de batons, s(L), d'un entrelacet L est le plus petit
nombre de batons nécessaires pour représenter L en IR?, voir la figure 2.8.

Une représentation spatiale R(G) d'un graphe G est un plongement de G dans
I’espace 3-dimensionnel, c’est-a-dire, les sommets de GG sont des points dis-
tincts en IR? et les arétes sont représentées par des courbes de Jordan simples
telles que deux courbes sont, soit disjointes, soit croisées a l'une de leurs
extrémités. Ici, nous considérons que des représentations spatiales tame, c’est-
a-dire, des représentations spatiales qui ont des arétes linéaires (disjointes par
morceau). Les cycles dans R(G) peuvent étre considérés comme des courbes
simples fermées dans IR3. En conséquence, ils peuvent étre considérés comme
des entrelacets en IR3. Un graphe complet, K,,, & n sommets est un graphe otl
toute pair de sommets est reliée par une aréte. Il est connu [43, 55] que tout
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Fi1G. 2.4 — Un R(K7) avec un trefoil.

R(Kg) admet deux triangles isotopes a l'entrelacet de Hopf, voir la figure 2.3.

[’étude de la dépendance (ou 'indépendance) du type d’entrelacet, dans la
structure abstraite du graphe G lui-méme plutot que de la représentation
spatiale de GG, constitue un sujet de recherche récent.

L’étude et la compréhension de ce sujet ont engendrés de nombreux travaux
de recherche. J'ai écrit un article [2| qui constitue un recueil des résultats
connus a ce jour sur le sujet.

Considérons la question suivante : quel est le plus petit entier r = r(L) tel que
toute représentation spatiale R(K,) avec n > r contient des cycles isotopes
a lentrelacet L?? 1l est connu [43] que r(trefoil) = 7, voir la figure 2.4.

Je me suis intéressé a la variante suivante : quel est le plus petit entier r =
(L) tel que toute représentation spatiale linéaire R(K,,) (une représentation
ou les arétes sont des segments de droites) avec n > 7 contient des cycles
isotopes a l'entrelacet L? D’apres les résultats de [43, 55|, on obtient que
tout R(Kj) linéaire admet deux triangles isotopes a l'entrelacet d’Hopf, voir
la figure 2.5.

En utilisant la théorie des matroides orientés, j'ai établi [11] que 7 points
engendrent toujours le trefoil ou son miroir.

Théoréme 2.3.1 [11] Toute représentation spatiale linéaire R(K7) admet

2Remarquons qu’il est possible de reformuler cette question comme suit : quel est le
plus petit nombre entier n tel que tout ensemble de n points en position générale dans
I'espace engendre un type d’entrelacet donné?
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Fic. 2.5 Un R(Kj) linéaire avec un entrelacet d’Hopf.

un cycle isotope soit au trefoil, soit a son miroir.

On sait que s(43) > 7 (le nombre de batons de 47 est 7, voir la figure 2.8) et
on peut donc se demander si en fait #(47) = 7. J'ai montré [6] existence de
7 points non contenant 4% (le deuxieéme entrelacet non trivial).

Théoréme 2.3.2 [6] 7(42) > 7

Récemment, j’ai étudié le plongement des nceuds dans les sommets du po-
lytope cyclique 3-dimensionnel Cy(m). Plus précisément, j’ai considéré une
suite d'un sous-ensemble de sommets de C3(m), disons s1,...,8;, 1 <k <m
et construit le cycle engendré par I'ensemble des segments [s;, s;41]. Il est
clair que si m est suffisament grand alors C3(m) aura un cycle isotope a un
nceud donné. Dans [24], j’ai donné une borne linéaire pour m.

Théoreme 2.3.3 [24] C5(6n) contient un cycle isotope au neud K qui peut
étre représenté par un diagramme a n croisements.

En fait, j’ai présenté une méthode (simple) pour trouver le cycle désiré.
Une telle représentation de K est appelée un plongement cyclique de K. En
conséquence, d’apres le théoreme, le trefoil admet un plongement cyclique
dans C5(18), voir la figure 2.6.

Mais, en fait, on peut faire mieux, en plongeant le trefoil dans C5(7), voir la
figure 2.7.

Question 2.3.4 La borne pour le nombre de sommets du théoréeme 2.3.3
peut-elle étre améliorée ?
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F1G. 2.6 — Plongement cyclique du trefoil dans C3(18).

Le théoreme 2.3.3 et un argument du type Ramsay impliquent le théoreme
suivant :

Théoréme 2.3.5 [24] Soit D(L) un diagramme de l'entrelacet L avecn croi-
sements. Alors,
(L) <22

Bien que cette borne soit double-exponentielle, elle est quand méme expli-
cite, ce qui n’était pas connu avant mes travaux. Dans le méme papier, j’ai
également démontré le théoreme suivant :

Théoréeme 2.3.6 [24] r(T'(5,2)),7(Fs) > 8.

La théorie des noeuds est vaste et de nombreux problemes restent inexplorés
a ce jour. C’est le cas par exemple, du probléeme de dénouage qui consiste a
décider si un nceud donné est trivial ou pas. Ce probleme est 'une des ques-
tions algorithmiques fondamentales de la théorie des nceuds et il n’existe tou-
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+
&

F1G. 2.7 — Plongement cyclique du trefoil dans C5(7).

jours pas d’algorithme de dénouage suffisamment simple et efficace pour étre
programmé® (voir [27] pour un résumé des résultats concernant ce probleme).

Les plongements cycliques pourraient permettre d’explorer les noeuds dans
I'espace sans passer par leurs diagrammes (représentation planaire), ce qui
serait une approche compléetement nouvelle.

Probleme 2.3.7 Etudier le lien entre les plongements cycliques et les inva-
riants algébriques tels que les polynomes de Jones, Hoffman, etc.

3Une application fondamentale d’un tel algorithme est dans I’étude de ’ADN pour
caractériser les enzymes en termes de familles de nceuds produites
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O
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¢ (p Ly

T(5,2)

F1G. 2.8 — Les noeuds et entrelacets non triviaux les plus simples.
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Chapitre 3

Théorie des Graphes

Dans ce chapitre, je présente mes travaux de recherche consacrés a des
problemes qui portent sur la théorie des graphes notamment au problemes
sur la décomposition de I'ensemble d’arétes d'un graphe en chaines ou en
arbres ou encore en cycles.

3.1 Le spread (I’étendue) d’un graphe

Un cycle eulérien d’un graphe G est un cycle simple contenant chaque aréte
de G. On dit que G est un graphe eulérien, s’il est réduit a un sommet isolé ou
s'il admet un cycle eulérien. Soit ¢ un cycle eulérien, on a defini le spread(t)
comme la distance minimale entre deux répétitions d’un meéme sommet en
parcourant le cycle ¢. Soit G un graphe eulérien, le spread(G) est la valeur
maximale du spread(t) sur tous les cycles eulériens ¢ de G.

L’une des raisons qui m’a motivé a donner cette définition est la suivante :
considérons le probleme de décomposition en chaines - soit G un graphe et
soient 1 < a; < ... < a,, des entiers tels que Y7, a; = |E(G)|, existe-t-il une
partition de I’ensemble des arétes du GG en chaines élémentaires P,,, ..., P,
de longueurs ay, ..., amy "

Si le graphe G est eulérien et de spread(G) > ay alors on peut répondre a
la question ci-dessus affirmativement en mettant les chaines P, le long du
cycle eulérien ¢ avec le spread(t) > ay.

Dans [16], j’ai donné des bornes supérieures et inférieures pour le spread de
quelques graphes eulériens.
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Théoréme 3.1.1 [16] Soit m > 1 un entier. Alors,
spread (Kyms1) > 2m + 1
Théoréme 3.1.2 [16] Soit m > 2 un entier. Alors,
spread (Kymio — F) > 2m+ 1
ou K, — F est le graphe complet a n sommets moins un I-facteur.

Théoreme 3.1.3 [16] Soit p un premier, p = 3 (mod 4) et soit x € 7,
d’ordre (p —1)/2. Alors,

spread (K,) > (p+1)/a
Le théoreme 3.1.3 est illustré dans I'exemple suivant avec p =7 et x = 2.

Exemple 3.1.4 Un cycle eulérien t dans K7 avec les sommets {vo, ..., vs}
est donné par :

= Vo, V1, V2, U3, V4, Us, Vg, Vo, V2, V4, Vs, V1, V3, Us, Vo, V4, V1, Us, U2, U3, Vg, Vo
et donc, le spread(K7) > 4.

On sait [39] qu’il existe un entier positif k£ pour lequel il existe une infinité
de nombres premiers p, p=3 (mod 4) tel que k est primitif modulo p. On
remarque donc que pour un tel p, d’apres le théoreme 3.1.3, il existe un cycle
eulérien ¢ dans K, avec le spread (¢) > (p+ 1)/k? (en prenant z = k?).

Question 3.1.5 FEst-il vrai que le spread (K,,)/m — 1 quand m — oo ¢

Question 3.1.6 Dans [16, Proposition 5.1/, il a été démontré que le spread
(Kont1) < 2n — 1. Est-il possible d’améliorer cette borne supérieure ¢

3.2 Etiquetages gracieux

Soit G un graphe d’ordre n a m arétes. Soit f : V(G) — {0,...,m} une
application injective. On dira que f est un étiquetage gracieur de G si les
étiquettes sur les arétes de G, ou l'étiquette de 'aréte e € E(G) est définie
par f'(e) = {u,v}) = |f(u) — f(v)], sont toutes différentes. Si un graphe
G admet un étiquetage gracieux, on dira que G est un graphe gracieuz.
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Fia. 3.1 — Graphes gracieux.

La figure 3.1 illustre quatre graphes gracieux avec les étiquetages gracieux
correspondants.

Il existe des graphes qui ne sont pas gracieux. Par exemple, le cycle C,
est gracieux, si et seulement si n = 0 ou 3 (mod 4). Ringel et Kotzig ont
conjecturé [51] que tout arbre est gracieux! (dans ce cas, la fonction f est
nécessairement bijective).

Etant donné un graphe G avec les sommets vq,...,v, et un vecteur x =
(x1,...,2,) des entiers positifs, on construit le graphe des stables Ry (G) en
remplacant chaque sommet v; par un stable S; a x; sommets et deux stables
S; et §; induisent un graphe biparti si et seulement si les sommets v; et v;
sont adjacents dans G. Dans [10], j’ai démontré que certaines familles de
graphes de stables sont gracieux. Ci-dessous, j'en présente quelques-uns.

Théoréme 3.2.1 [10] Soient P, une chaine de longueur n > 1 et C,, un
cycle de longueur n > 3. Alors,

(a) Rx(P,) est gracieuz pour tout n > 1 et tout x

L’une des motivations pour étudier cette conjecture est I'application suivante : si un
arbre T a m arétes est gracieux alors ’ensemble des arétes de Ky, 11 peut étre décomposé
en 2m + 1 copies de T'.
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(b) Rx(C,) est gracieux si
(1) x =(2,...,2) et n pair ou
(2)x=(m,1,...,1) etn=0 (mod4), m>1ou
(3)x=(2,2,1,...,1) etn=0 (mod4), n>12.

J'ai aussi étudié le nombre d’étiquetages gracieux, e(K, ), différents pour
le graphe biparti complet K, .

Théoréme 3.2.2 [10]

e(Kmn) > { 2(¢(m) + Qb(n) - 2) st m 7& n,

2¢(m) sinon.
ot ¢(r) note le nombre de facteurs de ['entier r.

Question 3.2.3 Soit m,n des entiers positifs avecn < m et soient Ty, ..., T,
des arbres a ay,...,a, arétes, ayant des racines rq,,...,7r,, €t tels que
-1 . . , .- ., N
mia; = % FExiste-t-il une décomposition racinée de ['ensemble d’arétes
du graphe complet an sommets enT,,, ..., T, (c’est-a-dire une décomposition
ot chaque racine r,;, commence a un sommet différent de K, 7 Qu’'en est-il
st m = n et chaque T; est une chaine ou sa racine est a l'un des sommets

intérieurs (et non a l'une des extrémités de la chaine) ?

3.3 La conjecture d’Alspach

Alspach a proposé [35] la conjecture suivante : soit n un entier impair (ou
respectivement n un entier pair) et ay, ..., a,, des entiers tels que a; + - - - +

1 . _9 . .
Ay = % (ou respectivement ay +- - -+ a,, = %) 3 < a; < n, existe-t-il
une partition de 'ensemble des arétes du graphe complet a n sommets (ou
respectivement le graphe complet & n sommets moins un 1-facteur) en cycles

élémentaires de longueur aq,...,a, ?

J’ai démontré [18] que la conjecture d’Alspach est vraie pour certaines valeurs
A1y ooy Q.

Théoréme 3.3.1 [18] La conjecture d’Alspach est vraie si
(a) (a1,...,am)=(n—1,n—2,...,4,3,3) et n > 1 impair ou
(b) (a1,...,ap)=(n,....,n,n+1,...,n+1) et n > 1 impair ou
N—_——

n n
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(b) (ar,...,am)=(2n—2,2n—2,2n —4,2n —4,...,6,6,4,4,4) et n > 2
PaLT.

J’ai aussi démontré le résultat suivant concernant le graphe multiparti com-
plet.

Théoréeme 3.3.2 [18] L’ensemble des arétes du graphe multiparti complet

Km, ..., m peut étre décomposé en cycles (arétes-disjointes) de longueur

t

(3,...,3,5,...,5,....2m—1,...,2m — 1)

t(t—1) t(t—1) t(t—1)
2 2 2

avec m,t > 3 des entiers impairs.

A ce jour, on ne sait pas si la conjecture d’Alspach est vraie pour toute
séquence ay, . .., ay,. Dans [32], j’ai proposé le probleme suivant qui peut étre
considéré comme une version moins restreinte que la conjecture d’Alspach.

Probléeme 3.3.3 Soit n, un entier impair (ou respectivement n un entier

@ (ou respec-

pair) et ay, ..., a, des entiers tels que ay + -+ + a,, =
tiwwement a1 + --- + a,, = #} 3 < a; < n, existe-t-il une partition de
l'ensemble des arétes du graphe complet a n sommets (ou respectivement le
graphe complet a n sommets moins un 1-facteur) en cycles simples (c’est-
a-dire des cycles qui peuvent utiliser plusieurs fois un méme sommet) de

longueur ay, ..., a, ?

3.4 Le combinoedre

Soient R = {ry,...,m»} des entiers positifs avec 7 > ... > r,, et soient

ée1,...,e, des symboles différents. Si 'Ti1 r; alors le combinoédre, noté par
i=
C(r1,...,mm) ou C(R), est défini comne le graphe ot ses sommets sont tous
les n-uple dans lesquels le symbole e; apparalt exactement r; fois et deux
sommets (U1, ..., u,) €t (vy...,v,) sont reliés par une aréte si et seulement
siil existe un indice k£, 1 < k < n tel que ug = vp41, U1 = Vg €t u; = v; pour
tout ¢ # k, k 4+ 1. On remarque que le graphe connu comme le permutaédre,
noté par P,, est un cas particulier du combinoedre quand r; = 1 pour tout i.
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Les combinoedres sont non seulement des graphes (en tant qu’objet combina-
toire) mais aussi des ensembles ordonnés. Plus précisément, le treillis multi-
nomial L(ry,...,ry,) (ou L(R)) est formé de tous les mots de longueur n sur
I'alphabet {1,...m} ou chaque mot est composé de ri1’s, r2’s,... . r,pm’s.
Le mot s couvre le mot ¢ si s et £ n’ont qu'une paire adjacente différente dans
I'ordre numérique pour s mais dans 'ordre inverse pour t.

Soient ay,...,a,, des entiers positifs. Le morceau cubique [ay, ..., a,] est le
graphe ayant comme sommets les points {(zy,...,74) € Z%: 0 < 2; < a;}
et deux sommets sont reliés par une aréte si et seulement si la distance
euclidienne entre eux est égale a un. Si, en plus v € IN est donné, alors
le morceau racine (a,...,an)), est le graphe ayant comme sommets les
points A4 = {(xy,...,2q) € : 2y + -+ 15 =7, 0< 2 < a;} et deux
sommets sont reliés par une aréte si et seulement si la distance euclidienne
entre eux est égale & v/2. Remarquons que si v est assez grand alors le graphe
((a1,...,am)) est vide. En outre, on observe que les points de A% sont tous
dans I'hyperplan 3 x; = 7 qui est (d — 1)-dimensionnel ainsi que A et A?
sont équivalents a 7 et au treillis hexagonale respectivement.

On dit qu'un graphe H est plongeable dans un graphe G' si H est isomorphe
a un sous-graphe de G. Dans [4], des plongements explicites du combinoedre
dans des morceaux cubiques et dans des morceaux racines sont donnés.

Théoréeme 3.4.1 [}/ Le combinoedre est plongeable dans le morceau cubique

m—1 m—1
[[7“1,...,7“1,7‘1+T2,...,T1+T2,...,ZT‘Z',...,Zriﬂ
i=1 i=1

T2 3

T'm

Ce théoreme généralise le résultat connu selon lequel P, est plongeable dans

[1,...,n] et implique que la dimension de L(ry,...,r,) est au plus X 7.
i=2

La figure 3.2 illustre quelques exemples du plongement dans des morceaux
cubiques.

Le diametre de C(R) est défini comme ¢(R) = max, ev(c){d(u, v} ot d(u, v)
est le nombre d’arétes d'une chaine minimale qui relie v et v. On a montré

[4, Proposition 2.1 que ¢(R) = Y.  r;r; (on remarque que ¢(R) est la
1<i<j<m

longueur d’'une chaine maximale dans L(R)).

Théoréme 3.4.2 [}/ C(R) est plongeable dans le morceau racine
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bbbaaa
aabac abaac
aaabc baaac bbabaa
bbaaba
aaach baaca babbaa abbbaa
aabca abaca
bbaaab
‘ abbaba
bababa
aacab aacba bacaa
abcaa babaab abbaab
J- J~ aabbba
baabba ababba
acaab wcaba acbaa bcaaa baabab aabbab
ababab
caaab cbaaa
caaba cabaa baaabb abaabb aababb aaabbb
bdaac badac baadc
dbaac . baacd
adbac abdac abadc/ abacd
dabac
- l — bacad
adabe aadbe Aabdc /T
daabc | | | aabcd
%
r— | — J T } —|—9 bcaad
daacbh | l | |
p
- / - l _— /l -/= cbaad
dacab V
/ J V cabad
dcaab caabd

cdaab cadab caadb

Fia. 3.2 — Plongements de C(3,1,1), C(3,3) et C(2,1,1,1) dans [3,4],
[3,3,3] et [2,3,4] respectivement.
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/WNW

cabaa bcaaa

chaag baca
caab bacaa

caabg
caaab, baaca
caaah
acaab' baaac
aacbh ‘ abaac acaab

aaach aabac aacab

aaabd aaacb

F1a. 3.3 Le treillis hexagonal. Plongements de C(3,1,1) dans ((3,4,7))7

(proposé par le théoreme 3.4.2) et dans (6,4, 4 ))7 (proposé par le théoreme
3.4.3).

m—1 m—1
«Tla"'vrlrrl +7'27"-7761 +T27"'7 Z Tiy-nny Z r17¢(R)>>¢(R)
=1 =1

72 T3

™m

Théoréme 3.4.3 [}/ Le combinoédre C(r,1,...,1) est plongeable dans le
—_————

MOTCEa racine

(rw,n—1,....,n =1 Nu@rin-1)/2°

Les figures 3.3 et 3.4 illustrent quelques exemples de plongements dans des
morceaux racines.

Conjecture 3.4.4 Pour tout C(r,1,...,1), le polytope défini par ’enveloppe
——

convexe de ['ensemble de points dans le plongement proposé par le théoreme

3.4.9 pave IR™ .

La figure 3.5 donne un exemple de la validité de cette conjecture pour d = 2.
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chdaa chada chaad

FiG. 3.4 — Plongement de C'(2,1,1,1) dans ((6,4,4,4 )¢ et son enveloppe
convexe.

S NSO SNL NN N
V.4 N AV 4 N V.4 N
PV 4N P VAY SVAVAW) VAV, 48 N
P VAVAVAY ava VAVAVAY 4V PV

A =A< <D= Va4
/\/\(\/\I<\A\A/\A A\ VEAVAY AVAVAN
— AP AT
N\ y ANV VARVERSY &N
A VAW S AVAVY VAN

F1G. 3.5 — Pavage de IR? avec C(3,1,1) plongé dans (6, 4,4 ).
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